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Использование динамических пространственных систем геометрии (ДПCГ) откры-
вает преподавателям, школьникам и студентам новые возможности при изучении
тем, связанных с пространственными геометрическими фигурами. Программы
ДПCГ являются прототипом Cabri 3D, потенциал которой полностью используется
при изучении свойств многогранников. Одной из таких тем является тема би-
льярды в выпуклых многогранниках. Изучение специальных бильярдов в кубе и
их обобщения выходят за рамки школьной программы. То же можно сказать и о
теме «Вписанные пространственные многоугольники минимального периметра,
используемые для определения специальных выпуклых гексаэдров». Эвристиче-
ские методы поддерживают экспериментальные работы с ДПCГ. Доказательства
найденных утверждений будут даны в дальнейших работах.
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Бильярд в евклидовых пространствах
размерности три и более фактически
находится в зачаточном состоянии.
Если кратко, то в общем случае
практически ничего не известно.

Марсель Бергер [2]

1. ВВЕДЕНИЕ

Тема данной работы относится к сложной и еще полностью не разработанной тео-
рии математического бильярда. В качестве основной литературы назовём [7] (бильярд
на плоскости) и [3] (пространственный бильярд).

Представляют интерес следующие задачи: Для каких специальных выпуклых 2n-
гранных многогранников существует бильярдная траектория, представляющая со-
бой правильный 2n-угольник, и, наоборот, какой 2n-гранный многогранник может
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быть сконструирован по бильярдной траектории, представляющей собой правиль-
ный 2n-угольник?

Эта проблема эквивалентна проблеме: Для каких специальных выпуклых 2n-
гранных многогранников существует вписанный правильный 2n-угольник мини-
мального периметра, и, наоборот, какие 2n-гранные многогранники могут быть
сконструированы по заданному правильному пространственному 2n-угольнику
минимального периметра?

При этом правильный пространственный 2n- угольник — это многоугольник Пет-
ри n-угольной антипризмы, образованный из правильного многоугольника нижнего ос-
нования и конгруэнтного ему верхнего основания, повернутого относительно нижне-
го на 180◦/n (π/n). Выпуклая боковая поверхность правильного пространственного 2n-
угольника и представляет собой n-угольную антипризму. Не существует правильных
пространственных многоугольников с нечетным числом вершин.

В дальнейшем поставленные вопросы будут рассматриваться при n = 3. При этом
бильярдные соударения с отражением будем представлять себе как соударения либо (то-
чечных) бильярдных шаров, либо атомарных частиц, либо корпускул света на плоско-
сти, используемой в качестве траектории. Практически везде будем избегать примене-
ния терминов из теории математического бильярда.

С помощью соответствующей системы ДПCГ, как, например, Cabri 3D [1], возмож-
но с помощью элементарных методов геометрии исследовать свойства бильярда в про-
стых многогранниках, таких, как куб, прямоугольный и наклонный параллелепипед.
При этом в системе ДПCГ обнаружение различных утверждений о таком бильярде под-
держивается с помощью визуализации, построения, измерений, а также с помощью ма-
нипуляций и изменений пространственных объектов [6]. Кроме того, используемые эв-
ристические методы усиливаются системами ДПCГ (см. [8]):

– использование аналогий (особенно при переходе от геометрии на плоскости к гео-
метрии в пространстве),

– индукция,
– реструктуризация и изменение,
– обобщение и специализация,
– анализ и синтез,
– композиция,
– обратимость.
Эта работа является примером эффективного использования системы ДПCГ при изу-

чении стереометрии.

2. ОТ БИЛЬЯРДА В КВАДРАТЕ К БИЛЬЯРДУ В КУБЕ

Предварительные замечания:

1. Двигающаяся рука ( ) означает возможность изменения фигуры, зависящей от
положения точки.

2. Для улучшения визуального восприятия свойств фигур, виртуальное пространство
представлено параллельно-проективным.

3. Плоское изображение даёт лишь небольшое впечатление от интерактивного и ди-
намичного способа работы, а также возможностей визуализации.
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2.1. Простейшие бильярдные траектории

Заданы положения S и T двух шаров и направляющая g , как на рис. 1. Как должен
двигаться шар из точки S, чтобы, отразившись от g ,шар попал в точку T ?

Бильярдная траектория пересекает g в такой точке R , что оба отрезка траектории об-
разуют с g равные (не тупые) углы (угол падения равен углу отражения). Точка R — точка
пересечения направляющей g с прямой, соединяющей точку T и точку S′, симметрич-
ную S относительно g . Эта простейшая бильярдная траектория одновременно является
и кратчайшим расстоянием между точками S и T , проходящая через точку на направля-
ющей g в соответствии с неравенством треугольника |SPT | > |SRT | для любой отличной
от R точки P , принадлежащей g . Все вышесказанное справедливо и для бильярдных тра-
екторий в пространстве из S в T при отражении от плоскости e (рис. 2). Прямые RT и
RS симметричны относительно перпендикуляра в точке R , принадлежащего направля-
ющей g или плоскости e (рис. 1, 2). Это свойство может быть применено для проверки
того факта, что SRT — траектория бильярда.

Рис. 1. Простейшая бильярдная
траектория на плоскости

Рис. 2. Простейшая бильярдная траектория в про-
странстве— отражение от плоскости

2.2. От бильярдной траектории в квадрате к бильярдной траектории в кубе

Известно, что простейшей бильярдной траекторией в квадрате является прямоуголь-
ник R1R2R3R4, симметричный относительно центра квадрата M (рис. 3), противополож-
ные стороны которого параллельны одной из диагоналей квадрата, а периметр равен
удвоенной величине одной из диагоналей. Следовательно, бильярдные прямоугольни-
ки имеют один и тот же периметр. Угол между соседними сторонами прямоугольника
равен углу между диагоналями квадрата.

Самый простой способ построения бильярдного прямоугольника состоит в следую-
щем. На одной из сторон квадрата выбираем произвольную точку R1, отличную от вер-
шины квадрата. Через эту точку проводим прямую, параллельную одной из диагоналей
квадрата и пересекающую его соседнюю сторону в точке R2. Через эту точку проводим
параллельную ко второй диагонали квадрата, пересекающей следующую его сторону в
точке R3. Отразив ломаную R1R2R3 относительно центра квадрата M , получим бильярд-
ный прямоугольник R1R2R3R4.
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Рис. 3. Бильярдный четырехугольник
в квадрате

Рис. 4. Пространственный бильярдный шести-
угольник в кубе

Подобно предыдущему строится бильярдная траектория в кубе. На одной из граней
куба выберем произвольным образом точку R1 (pис. 4) и проводим через нее прямую, па-
раллельную к пространственной диагонали куба, выходящей из вершины B . Эта прямая
пересекает одну из граней куба в точке R2.Через эту точку проводимпрямую, параллель-
ную диагонали куба, выходящей из вершины A, которая пересекает следующую боковую
грань куба в точке R3. Параллельная прямая к диагонали куба, выходящей из вершины
C , и проходящая через R3, пересекает еще одну боковую грань в точке R4. Отобразив ло-
маную R1R2R3R4 относительно центра куба M , получим пространственную бильярдную
траекторию R1R2R3R4R5R6.

Примечание:Описанный выше процесс построения имеет место, если начальная точ-
ка R1 расположена внутри треугольника ABC (pис. 5, заштрихованная часть). Если на-
чальная точка R1 расположена на диагонали BC , то шестиугольник сжимается до парал-
лелограмма. Если точка R1 расположена внутри другого прямоугольного треугольника,
который вместе с треугольником ABC образует грань куба, то описанное выше постро-
ение невозможно. В этом случае для построения необходимо использовать четвертую
диагональ куба. Если точку R1 отобразить симметрично относительно BC , то получим
бильярдныйшестиугольник, симметрично расположенный относительно плоскости ку-
ба проходящей через BC . Бильярдные шестиугольники с другими начальными точка-
ми,находящимися внутри прямоугольных треугольников, делящих грани куба пополам,
расположены плоско или центрально симметрично к начальным точкам треугольника
ABC .

Рис. 5. Центрально-симметричный бильярдный шестиугольник со стартовой областью
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Вывод:
Периметр бильярдного шестиугольника— это периметр пространственного ше-

стиугольника симметричного относительно центра куба.Он равен удвоенной длине
диагонали куба. У этого шестиугольника все внутренние углы равны тупому углу
между диагоналями куба. Таким образом, бильярдный шестиугольник это шести-
угольник с равными внутренними углами, величина которых не меняется при из-
менении его формы.

2.3. Специальные виды бильярдного шестиугольника

Специальные виды бильярдного шестиугольника получим, если точка R1 располо-
жена, например, на медиане B Mb (рис. 6) или на других медианах треугольника ABC . В
этом случае шестиугольник состоит из двух пар диаметрально противоположных сосед-
них сторон, имеющих одинаковую длину. Если точка R1 совпадает с серединой стороны
квадрата, являющейся одновременно и ее центром тяжести, то бильярдная траекторая—
также квадрат (рис. 7). Если точка R1 совпадает с центром тяжести треугольника ABC ,
(рис. 8), то в этом случае пространственный бильярд— равностороннийшестиугольник.

Рис. 6. Специальная форма бильярдного шестиугольника

Рис. 7. Равносторонний бильярдный
прямоугольник Рис. 8. Равносторонний бильярдный шестиугольник

Примечание: У Гарднера [4] выше описанное геометрическое свойство начальной
точки R1 не рассмотрено.
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2.4. Первое обобщение: бильярдный шестиугольник в равногранном паралле-
лепипеде

Куб можно изменить следующим образом: путем преобразований получить новые
фигуры, сохранив при этом либо его прямые углы, либо равенство всех рёбер, либо кон-
груэнтность его шести граней. Одной из таких фигур является прямоугольный паралле-
лепипед, а также параллелепипед с равными ребрами, боковые грани которого— ромбы,
и, как особый случай, ромбы являются его гранями, то есть равногранный параллелепи-
пед.Мы ограничим наши исследования бильярдом в равногранном параллелепипеде.

Примечание: При обобщении на бильярд в прямоугольном и равногранном паралле-
лепипедах возникают проблемы, связанные с формой и параметрами, определенными
этой формой. Это означает, что мы можем получить еще больше знаний о бильярде с
помощью тех же средств. Тем самым становятся ясными пределы индуктивного метода.
Бильярдная траектория в равногранном параллелепипеде: Бильярдная траектория в
ромбе — самопересекающийся четырёхугольник, симметричный относительно одной
из диагоналей ромба (рис. 9). Эта траектория соответствует в равногранном паралле-
лепипеде с острым углом в грани α шестиугольной траектории со следующими свой-
ствами (рис. 10). Углы при вершинах R2,R3,R4 и R5 равны, а также равны углы и при
вершинах R1 и R6. Стороны R1R2 и R4R5 равны. Аналогично ромбу в равногранном па-
раллелепипеде при симметрии относительно его диагонали (рис. 11) получим самопере-
секающийся центрально-симметричный бильярдный шестиугольник (рис. 12). У этого
шестиугольника стороны R1R6,R6R5,R2R3 и R3R4 равны, но его периметр не минимален.
Для угла ромба α= 90◦ не существует бильярдной траектории, получаемой отражением
от противоположных граней.

Рис. 9. Бильярдная траектория в ромбе Рис. 10. Бильярдная траектория в равногранном парал-
лелепипеде

В отличие от ромба существуют бильярдные траектории, как например, у куба, полу-
чаемые последовательным отображением от граней равногранного параллелепипеда.
Существуют также шестиугольные бильярдные траектории, симметричные диагональ-
ному сечению параллелепипеда, при этом точка R1 расположена на соответствующей
диагональной плоскости (рис. 13). Так как в ромбе все бильярдные четырехугольники
равноугольные, но не существует равностороннего бильярдного четырехугольника, воз-
никает вопрос о существовании равноугольного и равностороннего бильярдного шести-
угольника в равногранном параллелепипеде. Как особый случай плоско-симметричной
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Рис. 11.Центральносимметричный би-
льярдный четырехугольник в ромбе

Рис. 12. Центрально симметричный бильярдныйшести-
угольник в равногранном параллелепипеде

бильярдной траекторииможно назвать бильярдныйшестиугольник в равногранномпа-
раллелепипеде, симметричный относительно его центра M , являющийся одновременно
равноугольнымиравносторонним (рис. 14). Этот бильярдныйшестиугольник среди всех
бильярдных шестиугольников равногранного параллелепипеда имеет наименьший пе-
риметр.

Рис. 13. Плоскосимметричный бильярдный ше-
стиугольник в равностороннем параллелепи-
педе при последовательном отражении от гра-
ней

Рис. 14. Центрально симметричный и одновре-
менно равносторонний и равноугольный би-
льярдный шестиугольник в равногранном па-
раллелепипеде при последовательном отраже-
нии от граней

Примечание: Выпуклая оболочка равностороннего и равноугольного бильярдного
шестиугольника в равногранном параллелепипеде, как и в кубе, представляет собой
антипризму, основаниями которой являются конгруэнтные равносторонние треуголь-
ники.
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2.5. От бильярдной траектории в виде равностороннего шестиугольника к рав-
ногранному параллелепипеду

До сих пор мы занимались конструированием бильярдных шестиугольников для ку-
ба и его специальных обобщений. Далее будем действовать в обратном порядке: для про-
странственного шестиугольника конструируем шестигранник, для которого исходный
шестиугольник является бильярдной траекторией. В этом случае мы получим шести-
гранники, зависящие от формы бильярдного шестиугольника.
Конструкция: Правильныйпространственныйшестиугольник R1R2R3R4R5R6 получает-
ся из антипризмы с нижним основанием в виде равностороннего треугольника и верх-
ним основанием, полученным из нижнего поворотом на 180◦ и перемещенным парал-
лельно нижнему (рис. 15; так называемый антипризматический шестиугольник, или
многоугольник Петри антипризмы). При этом симметричные свойства антипризмы пе-
реносятся на шестиугольник. Для внутренних углов такого шестиугольника построены
биссектрисы (рис. 16).

В вершинах R1,R2,R3,R4,R5 и R6 биссектрис строим перпендикулярные плоскости к
этим биссектрисам (рис. 17; перпендикулярные плоскости к R1,R3 и R5 и их точке пересе-

Рис. 15. Треугольная антипризма с правиль-
ным шестиугольником, симметричными ося-
ми и центром

Рис. 16. Правильный шестиугольник с биссек-
трисами

Рис. 17. Пересечение трех перпендикулярных плоскостей трех биссектрис правильного шести-
угольника

КОМПЬЮТЕР В УЧЕБНОМ ПРОЦЕССЕ 45



Шуман Х.

чения A). Каждые три из не параллельных между собой перпендикулярных плоскостей,
пересекаются в одной точке— вершине трехгранного угла (рис. 18). Оси симметрии ан-
типризматического шестиугольника совпадают с соответствующими осями симметрии
равногранного параллелепипеда, а центр симметрии шестиугольника совпадает с цен-
тром симметрии параллелограмма. Развертка параллелепипеда подтверждает, что все
его грани равны (рис. 19).Мы пришли к заключению

Каждому правильному пространственному шестиугольнику R1R2R3R4R5R6ставится в соответствие равногранный параллелепипед ABC DEFG H , для кото-
рого вышеуказанный шестиугольник R1R2R3R4R5R6 является бильярдной траек-
торией.

Рис. 18. Равногранный параллелепипед с траекторией в виде правильного шестиугольника

Рис. 19. Развертка равногранного параллелепипеда
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Примечания:

1. Кроме антипризматических правильных шестиугольников не существует других
замкнутых пространственных правильных шестиугольников.

2. Если величина внутреннего угла правильного шестиугольника равна
180◦−2arctg(

p
2/2), то тогда равногранный параллелепипед— куб.

Из предыдущего раздела (рис. 14), мы почерпнули не только то, что бильярдная тра-
ектория равногранного параллелепипеда правильный шестиугольник, но и основные
характеристики того, что параллелепипед равногранный.

Шестигранник тогда и только тогда равногранный параллелепипед, когда
его замкнутая бильярдная траектория— правильныйшестиугольник.

или:
Шестигранник тогда и только тогда равногранный параллелепипед, когда

он содержит вписанный правильный пространственный шестиугольник мини-
мального периметра.

Примечание: Возможно аналогично провести исследования для простых замкнутых
правильных бильярдных траекторий с 8, 10, 12, . . .углами, представляющих собой трапе-
цоиды, состоящие из определенного числа конгруэнтных ромбоидов. Для правильных
бильярдных четырёхугольников получаем тетраэдр, состоящий из конгруэнтных тре-
угольников, среди которых, как исключение, правильный тетраэдр.
Вывод: Среди (замкнутых) правильныхшестиугольников имеются самопересекающи-
еся правильные шестиугольники, которые легко можно построить для правильных тре-
угольных призм (рис. 20).

Рис. 20. Самопересекающийся правильный пространственный шестиугольник
Если в вершинах правильного самопересекающегося шестиугольника построить

плоскости, перпендикулярные биссектрисам его внутренних углов, то получим боко-
вую поверхность двойной треугольной пирамиды. (рис. 21). Исключение — двойная
треугольная пирамида с правильными треугольниками.
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Рис. 21. Двойная треугольная пирамида с траекторией в виде правильного самопересекающегося
пространственного шестиугольника

Заключительное утверждение:
Шестигранник тогда и только тогда представляет собой двойную шести-

угольную пирамиду с гранями в виде равнобедренных треугольников, когда для
него существует простая замкнутая бильярдная траектория в виде правильного
самопересекающегося шестиугольника.
или:

Шестигранник тогда и только тогда представляет собой двойную шести-
угольную пирамиду с гранями в виде равнобедренных треугольников, когда для
него существует правильный вписанный самопересекающийся шестиугольник
минимального периметра.
Примечание: Можно провести исследования для самопересекающихся правильных

бильярдных траекторий с 10, 14, 18, . . . вершинами, получая при этом трапецоиды с со-
ответствующим числом конгруэнтных ромбоидов.

Мы заканчиваем наше исследование признаками параллелепипеда.
В качестве бильярдной траектории в параллелепипеде получаем (замкнутые) цен-

трально симметричные шестиугольники. Обратно: если в вершинах такого шестиуголь-
ника построить плоскости, перпендикулярные биссектрисам его внутренних углов, то
эти плоскости, пересекаясь, образуют боковую поверхность параллелепипеда (рис. 22).
Мы получили, что:

Шестигранник тогда и только тогда параллелепипед, когда его бильярдная
траектория— центрально симметричныйшестиугольник.
или:
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Шестигранник тогда и только тогда параллелепипед, когда его сечение —
вписанный центрально симметричный шестиугольник наименьшего пери-
метра.

Рис. 22.Параллелепипед с бильярдной траекторией в виде центрально симметричного простран-
ственного шестиугольника

Примечание: Так как каждый пространственный шестиугольник с попарно парал-
лельными сторонами одновременно и центрально симметричный, то два предыдущих
утверждения могут быть усилены.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Вышеизложенные исследования бильярдных траекторий применимыи к другим вы-
пуклым многогранникам, таким как тела Платона [5], тела Архимеда или более общие
тела Джонсона (выпуклые многогранники, боковые грани которых— правильные мно-
гоугольники), или двойственные телам Архимеда (тела Каталана). Чем больше граней
у многогранника, тем сложнее построить соответствующую бильярдную траекторию.
Не всегда исследование приводит к успеху. Для специальных пространственных мно-
гоугольников также можно построить выпуклые многогранники, боковая поверхность
которых состоит из выпуклых многоугольников, плоскости которых перпендикулярны
биссектрисам основания и проходят через их вершины.

Рисунки созданы автором с помощью программы Cabri 3D Версия 2.1.1.
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Abstract
The usage of dynamic spatial geometry systems (DSGS) opens new opportunities for
teachers, schoolchildren and students in studying topics related to spatial geometric
figures. The DSGS programs, are prototypes of Cabri 3D, whose potential is fully used
in studying the properties of polyhedra. One of these topics is the billiards in convex
polyhedra. The study of special billiards in the cube and its generalizations are not
included in the school program. The same can be said about inscribed spatial polygons of
minimal perimeter that are used to define special convex hexahedra. Heuristic methods
support experimental work with DSGS. Proofs of discovered assertions will be given in
subsequent papers.
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